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명제논리계

변수 : x0, x1, · · ·
논리 연산자

논리 연산자의 진리표

공리

추론 규칙
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명제논리계

변수 : x0, x1, · · ·
논리 연산자

}
→ 논리식

논리 연산자의 진리표

공리

추론 규칙
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명제논리계

변수 : x0, x1, · · ·
논리 연산자

}
→ 논리식

논리 연산자의 진리표 → 항진명제
공리

추론 규칙
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명제논리계

변수 : x0, x1, · · ·
논리 연산자

}
→ 논리식

논리 연산자의 진리표 → 항진명제
공리

추론 규칙

}
→ 정리
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명제논리계

변수 : x0, x1, · · ·
논리 연산자 : ¬(부정), →(함의), ∧(그리고), ∨(또는), · · ·
진리표

공리

추론 규칙 : 전언 긍정, · · ·
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명제논리계

변수 : x0, x1, · · ·
논리 연산자 : ¬(부정), →(함의)

진리표

공리 :


φ→ ψ → φ
[φ→ [ψ → η]]→ [φ→ ψ]→ φ→ η
[¬ψ → ¬φ]→ φ→ ψ

추론 규칙 : 전언 긍정
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명제논리계

함의의 진리표
p → q q : 참 q : 거짓

p : 참 참 거짓

p : 거짓 참 참

부정의 진리표
p : 참 p : 거짓

¬p 거짓 참
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항진명제

#{항진명제} = ?
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항진명제

#{항진명제}
#{논리식}

= ?
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항진명제

변수가 m개 일 때

lim
n→∞

#{길이 n인 항진명제}
#{길이 n인 논리식}

= ?
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선행 결과

변수가 1개 일 때 (M. Zaionc, 2005)
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변수가 m개, 논리식의 부정 대신 부정변수 도입 (H. Fournier,
D. Gardy, A. Genitrini and M. Zaionc, 2010)

(7/8)m−1 + O(m−2)

변수가 1개, 함의 대신 ‘그리고’ 도입 (L. Aszalós and T.
Herendi, 2012)
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변수가 1개, 오직 ‘둘 다는 아니다(nand)’만 존재 (L. Aszalós
and T. Herendi, 2012)
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목표

변수의 개수가 작을 때 실제 극한값

단순히 개수를 비교하는 것보다 더 빨리 극한값에 수렴시키는

방법

변수의 개수가 무한대로 갈 때 점근적 경향
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목표

변수의 개수가 작을 때 실제 극한값 → 대수적 접근
단순히 개수를 비교하는 것보다 더 빨리 극한값에 수렴시키는

방법

변수의 개수가 무한대로 갈 때 점근적 경향

}
→ 해석적 접근
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Szegö Lemma

만일 두 생성함수 U(x),V (x)가 x0 ∈ R에서 특이점을 가지고,
|x | ≤ |x0| 내에 다른 특이점이 없을 때,

U(x) =
∞∑
n=0

ûn

(
1− x

x0

)n/2

, V (x) =
∞∑
n=0

v̂n

(
1− x

x0

)n/2

이면서 v̂1 6= 0이면

lim
n→∞

[xn]U(x)

[xn]V (x)
=

û1
v̂1
.

※실제로 û1은 다음과 같이 구할 수 있다.

û1 = lim
x→x−0

U(x)− U(x0)√
1− x

x0

= − lim
x→x−0

2x0U
′(x)

√
1− x

x0
.
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항진명제의 생성함수

X = {x0, · · · , xm−1} : 변수들의 집합

WFF (X ) : X를 변수로 가지는 논리식들의 집합

` : WFF (X )→ N : 논리식의 길이(사용된 변수와 논리연산자
개수의 합)

W (x) =
∑

φ∈WFF (X ) x
`(φ)

VT : WFF (X )→ {0(거짓), 1(참)} : T ⊆ X에 대해, T가
참이고 T c가 거짓일 때 논리식의 참 거짓 판정

Fφ : 논리식 φ에 대해 VT (φ) = 0인 T들의 집합

IA(x) =
∑

Fφ=A x`(φ)
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항진명제의 생성함수

Fφ → Fψ := Fφ→ψ = Fψ \ Fφ
¬Fφ := F¬φ = F c

φ

Fφ ∨ Fψ := Fφ∨ψ = Fφ ∩ Fψ

Fφ ∧ Fψ := Fφ∧ψ = Fφ ∪ Fψ

I∅(x) : 항진명제의 생성함수

A = Fxi면

IA(x) = x + xIAc (x) + x
∑

C\D=A

IC (x)ID(x).

그 외에는

IA(x) = xIAc (x) + x
∑

C\D=A

IC (x)ID(x).
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22m

계 연립방정식 풀기

|{Fφ | φ ∈WFF (X )}| = |PPX | = 22
m

PPX의 ‘적절한 분할’ {P1, · · · ,Pk}란?
분할이 논리 연산자에 대해 일종의 “coset”을 구성.
⇔ 논리 연산자가 Pi들에 대해 잘 정의됨.
⇔ Pφ를 Fφ를 포함하는 Pi라고 하면 Pφ = Pφ′이고 Pψ = Pψ′일

때 Pφ→ψ = Pφ′→ψ′ ,· · · .
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‘적절한 분할’의 예시

A ∩ B = ∅인 A,B ⊆ PX에 대해

PA;B := {A ∪ Y | Y ⊆ B} = {C ⊆ PX | C \ B = A}

P;B = {PA;B | A ∩ B = ∅} : PPX의 균등분할
이는 A ∼B C ⇔ A \ B = C \ B ⇔ A ∪ B = C ∪ B로 정의된
동치관계와 동일

일반적으로

PA;B := PA\B;B = {Y | A \ B ⊆ Y ⊆ A ∪ B}
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‘적절한 분할’의 예시

{Y c | Y ∈ PA;B} = PAc ;B

{Y \ Z | Y ∈ PA;B ,Z ∈ PC ;B} = PA\C ;B

{Y ∩ Z | Y ∈ PA;B ,Z ∈ PC ;B} = PA∩C ;B

{Y ∪ Z | Y ∈ PA;B ,Z ∈ PC ;B} = PA∪C ;B
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22m

계 연립방정식 풀기

IA;B(x) :=
∑

C∈PA;B
IC (x)

mA;B := #{Fxi ∈ PA;B}
IA;B(x) =

mA;Bx + xIAc ;B + x
∑

C\D=A\B
C∩B=D∩B=∅

IC ;B(x)ID;B(x)

이차항의 개수 = 32
m−|A∪B|
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22m

계 연립방정식 풀기

만일 y 6∈ A ∪ B면 IA;B = IA;B∪{y} − IA∪{y};B

IA;B : IBc ;B , IC ;B′ (A ⊆ C , B ⊆ B ′, |B ′| = |B|+ 1)의 선형결합

IA;B : IB′c ;B′ , (B ⊆ B ′, (A \ B) ∩ B ′ = ∅)의 선형결합
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22m

계 연립방정식 풀기

P−;B := PBc ;B , I−;B := IBc ;B

P−;B′ ∩ P−;B′′ = P−;B′∩B′′

만일 A ∩ B = ∅이면

PA;B = P−;Ac \

 ⋃
y 6∈A∪B

P−;(A∪{y})c


만일 A ∩ B = ∅이면

IA;B(x) = (−1)|A|
∑

B⊆B′⊆Ac

(−1)|B
′|I−;B′(x)
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22m

계 연립방정식 풀기

I−;B(x) = m−;Bx + xI∅;B(x) + xI−;B(x)I∅;B(x)

I∅;B(x) =
∑

B⊆B′(−1)|B
′|I−;B′(x)

σB := (−1)|B|

I ↑B(x) :=
∑

B(B′ σB′ I−;B′(x)

I−;B(x) =

1− (σB + I ↑B(x))x −
√

(1− (σB + I ↑B(x))x)2 − 4σBx2(m−;B + I ↑B(x))

2xσB
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비율 구하기

lim
n→∞

[xn]IA;B(x)

[xn]W (x)
=

limx→x−0
2x0I

′
A;B(x)

√
1− x

x0

limx→x−0
2x0W ′(x)

√
1− x

x0

W (x) =
1−x−

√
(1−(2

√
m+1)x)(1+(2

√
m−1)x)

2x = I−;PX

특이점 x0 = 1
2
√
m+1
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비율 구하기

x0 = 1
2
√
m+1

αB := I−;B(x0)

α↑B :=
∑

B(B′(−1)|B
′|αB′

βB := limx→x−0
2x0I

′
−;B(x)

√
1− x

x0

β↑B :=
∑

B(B′(−1)|B
′|βB′

dB := (1/x0 − σB − α↑B)2 − 4σB(m−;B + α↑B)
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비율 구하기

임의의 B에 대해

αB =
1/x0 − σB − α↑B −

√
dB

2σB

만일 dB가 0이 아니라면

βB = β↑B
−1 + (1/x0 + σB − α↑B)/

√
dB

2σB

αPX =
√
m, βPX =

√
2m +

√
m

A ∩ B = ∅이면

lim
n→∞

[xn]IA;B(x)

[xn]W (x)
=
σA
∑

B⊆B′⊆Ac σB′βB′√
2m +

√
m
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항진명제의 비율

항진명제 비율의 극한 = lim
n→∞

[xn]I∅(x)

[xn]W (x)
=

∑
B⊆P(X ) σBβB√

2m +
√
m

m = 1 : 0.42324· · ·
m = 2 : 0.33213· · ·
m = 3 : 0.27003· · ·
m = 4 : 0.22561· · ·
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실제 값과 비교

변수가 1개일 때

극한값 : 0.4232385· · ·
n = 10 : 0.3101796· · ·
n = 100 : 0.4187317· · ·
n = 1000 : 0.4227880· · ·
n = 10000 : 0.4231935· · ·
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해석적 접근

멱급수 T (x) =
∑∞

n=0 Tnx
n가 만족하는 조건

limn→∞
Tn+1

Tn
= 1

r > 1

T (x) = f (x) + g(x)T (x) + h(x)T (x)2

f : 멱급수

g , h : 다항식

limn→∞
fn
Tn

= γ

엄태현 항진명제



해석적 접근

1 =
fn
Tn

+

deg g∑
u=0

gu
Tn−u
Tn

+

deg h∑
u=0

n−u∑
v=0

hu
TvTn−u−v

Tn

deg h∑
u=0

n−u−s−1∑
v=s+1

hu
TvTn−u−v

Tn
' 1− γ − g(r)− 2h(r)

s∑
k=0

Tk r
k

= 1− γ − g(r)− 2h(r)T≤s(r) =: ts
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해석적 접근

멱급수 A1, · · · ,AN이 만족하는 조건

limn→∞
Ain
Tn

= βi

Ai (x) = fi (x) +
∑

j gij(x)Aj(x) + h(x)
∑

j ,k hijk(x)Aj(x)Ak(x)

fi : 멱급수

gij , hijk : 다항식

limn→∞
fin
Tn

= γi
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해석적 접근

βi 'γi +
∑
j

gij(r)βj

+ h(r)
∑
j ,k

hijk(r)(A≤sj (r)βk + A≤sk (r)βj)

+
∑
j ,k

tshijk(r)βjβk
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s-절단 연산자

앞의 조건을 만족하는 T ,A1, · · · ,AN에 대해 s-절단 연산자
Cs(x1, · · · , xN) = (c1, · · · , cN)를 다음과 같이 정의.

ci =γi +
∑
j

gij(r)xj

+ h(r)
∑
j ,k

hijk(r)(A≤sj (r)xk + A≤sk (r)xj)

+
∑
j ,k

tshijk(r)xjxk

Cs의 고정점 : s-절단 해

lims→∞ ts =: t∞ = 1− γ − g(r)− 2h(r)T (r).
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s-절단 연산자의 성질

만일 T , h의 계수에 음수가 없고 T (r)이 존재하면

β = lim
s→∞

Cs(β).

만일 T , g , h의 계수에 음수가 없고 h가 0이 아니고
f (r),T (r),A1(r), · · · ,AN(r)이 존재하고, t∞ = 0이라면

βi =γi +
∑
j

gij(r)βj

+ h(r)
∑
j ,k

hijk(r)(Aj(r)βk + Ak(r)βj).
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‘자연스런 분할’

A1, · · · ,AN이 T의 ‘자연스런 분할’ :

T (x) =
∑

i Ai (x)

f (x) =
∑

i fi (x)

g(x) =
∑

i gij(x)

2 =
∑

i (hijk(x) + hikj(x))

만일 T ,A1, · · · ,AN , g , h, gij , gijk들의 계수와 γ, γi가 음이 아니라면
분할이 음이 아니라고 한다.
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‘음이 아닌 자연스런 분할’의 성질

ts가 0이 아니면 s-절단 해 (x1, · · · , xN)에 대해
∑

i xi = γ/ts
거나

∑
i xi = 1

H := {(x1, · · · , xN) ∈ RN | 0 ≤ xi ≤ 1,
∑

i xi = 1}에 적어도
하나의 s-절단 해가 존재

H에서 s-절단 연산자가 축소사상이면 H 위의 유일한 s-절단
해 βs가 존재

모든 s에 대해 x , y ∈ H일 때 |Cs(x)− Cs(y)| ≤ K |x − y |인
공통적인 K < 1이 존재한다면 βs → β
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변형된 s-절단 연산자

음이 아닌 자연스런 분할에 대해 Cs의 자코비안을 Js라 하면,

x ∈ RN
≥0일 때 ‖Js(x)‖1 = 1− ts − γ + 2ts(

∑
i xi )

x ∈ H일 때 ‖Js(x)‖p ≥ 1− γ + ts

v만큼 변형된 s-절단 연산자를 다음과 같이 정의.

C̃ v
s (x) = Cs(x) + v

(
1−

∑
i

xi

)
· (1, 1, · · · , 1)

x ∈ H면 C̃ v
s (x) = Cs(x)

J̃vs = Js − v1

v = 1−γ+ts
N : 표준 변형 s-절단 연산자
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실제 값과 s-절단 해 비교

변수가 1개일 때

극한값 : 0.4232385· · ·
s = 10 : 0.4242620· · ·
s = 100 : 0.4232740· · ·
s = 1000 : 0.4232396· · ·
s = 10000 : 0.4232386· · ·
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m→∞

lim
n→∞

[xn]I∅(x)

[xn]W (x)
= Ω(

1

m
)

증명) 임의의 항진명제 ψ에 대해 ¬¬ψ는 항진명제고, 임의의 변수
p와 논리식 φ에 대해 p → φ→ p는 항진명제이며, 두 모양은 공통
원소를 가지지 않으므로

[xn]I∅(x) ≥ [xn−2]I∅(x) + m([xn−4]W (x)).

여기서

W (x) =
1− x −

√
(1− x)2 − 4mx2

2x

=
√
m −

√
2m +

√
m
√

1− (2
√
m + 1)x + O(1− (2

√
m + 1)x)

이므로 [xn]W (x) '
√

2m+
√
m

4πn3
(2
√
m + 1)n.
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따라서

β = lim
n→∞

[xn]I∅(x)

[xn]W (x)

라면

β ≥ β

(2
√
m + 1)2

+
m

(2
√
m + 1)4

이므로

β ≥
√
m

4(
√
m + 1)(2

√
m + 1)2

.

※항위명제들의 생성함수 IPX에 대해서는 Ω( 1
m
√
m

)이다.
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m→∞

두 논리식 φ, ψ가 같은 모양 : 적당한 변수 재정렬 σ ∈ SX가
존재하여 φ = σψ

[φ] : φ와 같은 모양인 논리식들의 집합

‖φ‖ : φ가 지닌 서로 다른 변수의 개수

|φ| := ‖φ‖ − `(φ)/2

항진명제와 모양이 같은 논리식은 항진명제

만일 m(m − 1) · · · (m − k + 1)을 mk이라고 하면

(
∑
ψ∈[φ]

x`(ψ))(x0) =
m‖φ‖

(2
√
m + 1)`(φ)

= Θ(m|φ|)
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m→∞

부정변수를 도입한 논리계(H. Fournier, D. Gardy, A. Genitrini and
M. Zaionc, 2010)에서

1형 단순 항진명제 :

φ1 → · · · → p → · · · → p

2형 단순 항진명제 :

φ1 → · · · → p → · · · → p̄ → · · · → q
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m→∞

1형 단순 항진명제 :

φ1 → · · · → p → · · · → p

2형 단순 항진명제 : ψ가 변수거나 ¬φ 꼴일 때,

φ1 → · · · → p → · · · → ¬p → · · · → ψ

φ1 → · · · → ¬p → · · · → p → · · · → ψ
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m→∞

모든 논리식 φ에 대해 |φ| ≤ 1/2

모든 항진명제 φ에 대해 |φ| ≤ −1/2

모든 항위명제 φ에 대해 |φ| ≤ −1

항진명제 φ가 |φ| = −1/2라는 것은 φ가 1종 단순
항진명제이면서 변수 중복이 한 번밖에 일어나지 않고 부정을

포함하지 않는 것과 동치
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m→∞

항진명제로 이루어진 집합 Φ에 대해 Φ-항진, Φ-항위, Φ-모름을
다음과 같이 정의한다.

φ ∈ Φ면 Φ-항진

φ가 Φ-항진이면 ¬φ는 Φ-항위

φ가 Φ-모름이면 ¬φ도 Φ-모름

φ가 Φ-항위면 ¬φ는 Φ-항진

φ가 Φ-항위거나 ψ가 Φ-항진이면 φ→ ψ는 Φ-항진

φ가 Φ-항진이고 ψ가 Φ-항위면 φ→ ψ는 Φ-항위

그 외에는 Φ-모름

만일 임의의 φ ∈ Φ에 대해 φ가 Φ \ {φ}-항진이 아니면 Φ를
기저적이라고 하고, Φ′이 기저적이면서 Φ-항진과 Φ′-항진이
일치하면 Φ′를 Φ의 기저라 한다.
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m→∞

Φ가 기저적이고 b가 Φ, T가 Φ-항진, U가 Φ-모름, A가 Φ-항위의
생성함수면

T (x) = b(x) + xA(x) + x(T (x)W (x) + A(x)W (x)− A(x)T (x))

U(x) = mx − b(x) + xU(x) + xU(x)W (x)

A(x) = xT (x) + xA(x)T (x)
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p → φ1 → · · · → φk → p꼴이고 φi 6= p인 1형 단순
항진명제의 생성함수 :

mx3

1 + x2 − xW (x)

p → φ1 → · · · → φk → p꼴이고 φi 6= p인 1형 단순
항진명제의 기저의 생성함수 :

mx3

1 + x2 − xW (x) + xA(x)
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m→∞

Φ가 1형 단순 항진명제라면 다음 연립방정식을 만족.

b(x) = mx3 − x2b(x) + xW (x)b(x)− xA(x)b(x)

T (x) = b(x) + xA(x) + x(T (x)W (x) + A(x)W (x)− A(x)T (x))

U(x) = mx − b(x) + xU(x) + xU(x)W (x)

A(x) = xT (x) + xA(x)T (x)
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m→∞

x = x0 = 1
2
√
m+1
을 대입하고, b,T ,U,A를 1√

m
에 대한 로랑 급수로

추정하여 미정계수법을 통해 급수해를 구하면

b

(
1

2
√
m + 1

)
=

1

4
√
m
− 1

2m
+ · · ·

T

(
1

2
√
m + 1

)
=

1

2
√
m
− 1

m
+ · · ·

U

(
1

2
√
m + 1

)
=
√
m − 1

2
√
m

+
3

4m
+ · · ·

A

(
1

2
√
m + 1

)
=

1

4m
+ · · · .
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선형방정식

βi =γi +
∑
j

gij(r)βj

+ h(r)
∑
j ,k

hijk(r)(Aj(r)βk + Ak(r)βj)

을 풀면,

lim
n→∞

[xn]b(x)

[xn]W (x)
=

1

4m
− 3

4m
√
m

+ · · ·

lim
n→∞

[xn]T (x)

[xn]W (x)
=

1

m
− 5

2m
√
m

+ · · · .
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m→∞

같은 방법을 1,2차 단순 항진명제를 모두 포함하게 해서 계산하면

lim
n→∞

[xn]T (x)

[xn]W (x)
=

1

m
− 7

4m
√
m

+ · · ·
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